Fiche Savoir-faire La démonstration par récurrence ...

1. pour montrer qu'une suite est minorée, majorée, bornée

(@)

(b)

Ug = 2
— Montrerque: VneN, 1l<u,<2

Upy1 = 1+ pour tout n € N

1+u,

Soit #(n) la proposition: 1< u, <2

e Initialisation: onabien 1<2<2,soit1< ug<2.
Donc £2(0) est vraie.

e Hérédité : on suppose que & (n) est vraie pour un entier n donné.

Hyp. de récurrence : l<sups<2.
d’ou 2<1+u,<3
R 1 1 1 ) .
d’ou —= = — car x — — décroissante sur ]0; +oo|
2 11+un :I))l X
d’ou 1+-<1+ <1+-—
3 1+u, 2
. 4 1
d’ou —-<1+ -
3 1+u, 2
. 4 1 3
d’olt 1s-<1+ <-<2
3 1+u, 2

On a ainsi montré que : 2?(n) vraie — (n+ 1) vraie

* Bilan : on peut donc conclure,d’apres le principe de récurrence, que pour tout entier naturel n,
ona: l1su,<2.

X0 = -1

Xn+1 = V3xp+4 pourtoutneN

— Montrerque: VneN*, 0<x,<4

Soit #(n) la proposition: 0< x, <4

e Initialisation: x;=v1=1
etonabien 0<1<4,donc %(1) est vraie.

e Hérédité : on suppose que £ (n) est vraie pour un entier # non nul donné.

Hyp. de récurrence : 0<x,<4.
d’ou 0<3x,<12
d’olt 4<3x,+4<16
d’oll V4<3x,+4<V16  car x— /X croissante sur [0; +0o|
d’ou 0<x,41 <4



On a ainsi montré que : &?(n) vraie — Z?(n+1) vraie

e Bilan: on peut donc conclure,d’aprées le principe de récurrence, que pour tout entier naturel n
nonnul,ona: 0<x, <4.

to = -8
(c) 1 — Montrer que: VneN, t,<-4
thel = - t2+4 pourtoutneN

Soit #(n) la proposition: f, <-4

e Initialisation : on a bien —8 < —4, soit fy < —4.
Donc £2(0) est vraie.

e Hérédité : on suppose que £ (n) est vraie pour un entier n donné.

Hyp. de récurrence : tp < —4.
d’oll 2216  car x — x* décroissante sur | —oo;0[
1
d’ou -~12<-8
d’out ——2+4<-4
2
d’Ol\l tn+1 S _4

On a ainsi montré que : &?(n) vraie — Z?(n+1) vraie

e Bilan : on peut donc conclure,d’apres le principe de récurrence, que pour tout entier naturel n,
ona: f;<-—4.

Vo = 1
(d) — Montrerque: VneN, v,e[0;1]
Uny1 = Upe U7 pourtoutneN

Soit £ (n) la proposition: 0<v, <1

e Initialisation: onabien 0<1<1,s0it0<yy<1.
Donc £2(0) est vraie.

e Hérédité : on suppose que & (n) est vraie pour un entier n donné.

Hyp. de récurrence : O<svps<1
d’ou -1<-v,<0
d’ott e l<e " <e’ carexp croissante sur R
. 1
soit -<engl
d’olt gvn svpe 'n <y, car v, positif (par hyp. de récurrence)



d’ou

0<
d’ou 0<

TO |-

vysvper<sy, <1
n+1 <1

On a ainsi montré que : 2?(n) vraie — (n+ 1) vraie

e Bilan : on peut donc conclure,d’apres le principe de récurrence, que pour tout entier naturel n,
ona: Osv,<1.

Wy = 4
(e) 3w, +2 — Montrer que: VneN, w,=2
Wpy1 = ——— pourtoutneN
wy,+2
e o . P 3x+2
e Préliminaire: étudions les variations de la fonction f définie sur I =] —2; +oo[ par f(x) = ")
x

f estdérivable sur I en tant que fonction rationnelle définie sur I.

!/ — —
Vxel, fl(x)=...= G122

f'(x) >0 sur I, donc f est strict. croissante sur /.
Soit £2(n) la proposition: wy, =2
e Initialisation : on a bien 4 = 2, soit wg = 2. Donc £2(0) est vraie.

e Hérédité : on suppose que & (n) est vraie pour un entier n donné.

Hyp. de récurrence : wp=2
d’ou flwy) = f(2) car f croissante sur I donc sur [2; +oo].
8
d’Otl w”+1 2 Z
soit Wpe1 =2

On a ainsi montré que : 2(n) vraie — Z(n+ 1) vraie

e Bilan: on peut donc conclure,d’apres le principe de récurrence, que pour tout entier naturel n, on a:
wy, = 2.




2. pour établir le sens de variation d'une suite

Ug = 0 . .
(@) — Montrer que (u#,) est strict. croissante.
Ups1 = \/4+u? pourtoutneN
Soit #(n) la proposition: 1,41 > u, =0 (on va avoir besoin signe positif)

e Initialisation: ona u; =2,etonabien 2>=1 =0, soit #; > 1y = 0. Donc 22(0) est vraie.

e Hérédité : on suppose que £ (n) est vraie pour un entier n donné.

Hyp. de récurrence : Ups1 > Up =0
d’oll Uz >ub=0 car x — x? strict. croissante sur [0; +oo[
d’'olt 4+ud  >4+ub=4
d’out \/4 +ud,, > \/4 +u2 =2  carx— /X strict. croissante sur [0; +oo]
d’olt Upso > Ups1 =0

On a ainsi montré que : &?(n) vraie — (n+ 1) vraie

e Bilan : on peut donc conclure,d’apres le principe de récurrence, que pour tout entier naturel n,

ona: u,y1 > Uy, cest adire (u,) croissante .

Vo = 0,9

(b) — Montrer que :

Uns1 = Uy—0,1v% pourtoutneN

VneN, Osv,sv,<l1

e Préliminaire: étudions les variations de la fonction f définie sur R par f(x) = x—0,1x?
f est dérivable sur R en tant que fonction polynéme. Et VxeR, f'(x)=1-0,2x

f'(x)>0 < x<5 ,donc f est strict. croissante sur I = [0;1].

Soit £ (n) la proposition: 0< v, <v,<1

e Initialisation:ona v;=0,9-0,1x0,9>=0,819
Donconabien 0<uv;<vy<1, donc2(0) estvraie.

e Hérédité : on suppose que & (n) est vraie pour un entier n donné.

Hyp. de récurrence : Osvyasvpsl
d’olt F0) < f(wpa) < fop) < F(1)
d’ou 0<vp2<V,+1<0,9
d’ ol 0< V2 <Vpy1 <1

On a ainsi montré que : & (n) vraie — ZP(n+1) vraie

e Bilan: on peut donc conclure,d’apres le principe de récurrence, que pour tout entier naturel n, on a:

car f croissante sur [



3. pour établir une inégalité

Ug = 2
(a) 2 1 — Montrerque: VneN, u,<n+3
Ups1 = gun+§n+1 pour tout n € N

Soit #2(n) la proposition: u,<n+3

e [Initialisation : on a bien 2 <0+ 3, soit uy <0+ 3.
Donc £2(0) est vraie.

e Hérédité : on suppose que & (n) est vraie pour un entier n donné.

Hyp. de récurrence : Up<n+3.
R 2 2
d’olt —uUp,<—-(n+3)
. 2 1
d’olt —Up+-n+ls<s—-(n+3)+-n+1
3 3 3
d’ou un+1s§n+2+§n+1
soit Upi1<n+3
d’ou Upr1<Sn+4 (car n+3<n+4)

On a ainsi montré que : 2?(n) vraie — (n+ 1) vraie

e Bilan : on peut donc conclure,d’apres le principe de récurrence, que pour tout entier naturel n,
ona: u,s<n+3.

(b) — Montrerque: Vn=2, 5"= 4"+3" (neN)

Soit #(n) la proposition: 5" = 4" +3"
e Initialisation : on a bien 5% =42 + 32, donc 22(2) est vraie.

e Hérédité : on suppose que & (n) est vraie pour un entier n donné.

Hyp. de récurrence : 5" = 4" +3"
d’ou 5x5" = 5x (4" +3")
d’ou 511 > 5x 4" 45 x 3"
d’out 5L > gn+l 4 3n+l (car 5 x 47 > 47 er 5 x 31 > 31+

On a ainsi montré que : 2?(n) vraie — (n+ 1) vraie

e Bilan : on peut donc conclure,d’apres le principe de récurrence, que pour tout entier naturel
n=2,ona: 5"%= 4" +3".




(c) — Montrerque: VxeR,,VneN, (1+x)"= 1+nx
Soit un réel x positif.

Soit Z2(n) la proposition: (1+x)" = 1+ nx

e Initialisation:ona (1+x)°=1,donconabien (1+x)°<1+0x x.
Donc 22(0) est vraie.

e Hérédité: on suppose que & (n) est vraie pour un entier n donné.

Hyp. de récurrence : 1+x)"= 1+nx.
d’olt QI+x)xA+x)"= QA+x)1+nx) (car1+x=0)
soit A+x)" > 1+ nx+x+nx?
soit A+ > 1+ (n+1Dx+nx?
d’olt Q1+x" = 1+n+1x (car nx*>=0
d’ott 1+ 2 1+(n+1Dx

On a ainsi montré que : &?(n) vraie — Z?(n+1) vraie

e Bilan : on peut donc conclure,d’apres le principe de récurrence, que pour tout réel x positif, et
pour tout entier naturel n,ona: (1+x)" = 1+ nx.

(d) — Montrerque: VYn=6, 6n+7< 2" (neN)

Soit #(n) la proposition: 6n+7< 2"

e Initialisation:ona 6x6+7=43,et 26 =64
Donconabien 6x6+7< 2% donc 22(6) est vraie.

e Hérédité : on suppose que £ (n) est vraie pour un entier n = 6 donné.

Hyp. de récurrence : 6n+7s< 2"
d’ou 2x(6n+7)< 2x2"
d’ott 12n+14< 21
soit 6n+6n+13+1< 27!
soit 6n+6(n+1)+7+1< 2"+
d’otr 6(n+1)+7< 2"+

On a ainsi montré que : & (n) vraie — ZP(n+1) vraie

e Bilan : on peut donc conclure,d’apres le principe de récurrence, que pour tout entier naturel n = 6, on
a: 6n+7< 2"




4. pour établir la formule explicite d'une suite

(@

(b)

5000

Ug
Up+1 = 1,04u,+1000 pourtoutneN

— Montrer que: VneN, u,=30000x1,04"—-25000

Soit 22(n) la proposition: u, =30000 x 1,04" — 25000
e Initialisation : on a bien 30000 x 1,04° — 25000 = 30000 — 25000 = 1, donc Z2(0) est vraie.

o Hérédité : on suppose que £ (n) est vraie pour un entier n donné.

Hyp. de récurrence : u; = 30000 x 1,04 —25000.
d’ou 1,04u, + 1000 =1,04(30000 x 1,04" —25000) + 1000
d’ou Up+1 = 30000 x 1,041 — 1,04 x 25000 + 1000
soit Up+1 =30000 x 1,041 — 26000 + 1000
soit Up+1 =30000 x 1,041 — 25000

On a ainsi montré que : &?(n) vraie — Z?(n+1) vraie

 Bilan : on peut donc conclure,d’apres le principe de récurrence, que pour tout entier naturel n,
ona: u,=30000x1,04" —25000.

Ug = 2 2
Up — Montrerque: VneN, u,=
Un+1 pour tout n € N 2n+1
1+u,
Soit 2(n) 1 it 2
oi n) la proposition: u,;, = ——
prop " 2n+1
e e . . 2 .
e Initialisation : on a bien ———— =2 = 1y, donc Z#(0) est vraie.
2x0+1

e Hérédité : on suppose que & (n) est vraie pour un entier n donné.

2
Hyp. de récurrence : Uy = )
2n+1
2 2
) Un 2n+1 2n+1 2 2
d’ou u = = = = =
T, N 2 2n+1+2  2p+3  2(n+1)+1
2n+1 2n+1

On a ainsi montré que : &?(n) vraie — Z?(n+1) vraie

* Bilan : on peut donc conclure,d’apres le principe de récurrence, que pour tout entier naturel n,
2

ona: Mn:m.



u = 0

(c)
Ups1 = y/ub+1 pourtoutneN*

— Conjecturer la formule explicite de u,, puis la justifier.

e Conjecture: il semble que, pour tout n non nul, on ait: u,=vn-1
Soit £ (n) la proposition: u, =vn-1
e Initialisation : on a bien v1-1=0 = u;, donc 22(1) est vraie.

e Hérédité : on suppose que £ (n) est vraie pour un entier 7 non nul donné.

Hyp. de récurrence : up=vn-1.
d’ ol un+1:\/u%+1:\/\/n—12+ =vn-1+1=yn

On a ainsi montré que : 2?(n) vraie — (n+ 1) vraie

e Bilan : on peut donc conclure,d’apres le principe de récurrence, que pour tout entier naturel n
nonnul,ona: u,=vn-1.

(d) Approfondissement : un exemple de récurrence d’ordre 2 :

Ug = 1
Uy = 3 — Montrerque: VneN, u,=3"
Up+2 = 4upy1—3u, pourtoutneN

indication : pour 'hérédité montrer que: P(n)vraie et P(n+ 1) vraie=> P(n+2) vraie

5. pour justifier 'expression de la dérivée n-ieme d'une fonction

1
Soit f définie sur D =R\{1} par f(x) = —.

1-x
On admet que f est infiniment dérivable surD. — Montrerque: VYneN*, f(x)= T _r;') —
notations: fUY désigne la dérivée n-iéme de la fonction f.
n!= kﬁn k estle produit des entiers de 1 a n. (n! se lit "factorielle n")
k=1

6. pour justifier une divisibilité



(a) Montrer que 4" —1 estdivisible par 3, pour tout entier 7.

(b) Montrer que n°—n est divisible par 3, pour tout entier 7.

(c) Montrer que 7 x3°"+4 est divisible par 11, pour tout entier 7.




